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Resumo: Como a volatilidade é a {inica varidvel ndo observada nas férmulas padrio de
precificagdo de opg¢des, o mercado financeiro utiliza amplamente o conceito de volatilidade
implicita, isto ¢, a volatilidade que ao ser aplicada na férmula de precificagdo resulte no prego
correto (observado) das opgdes negociadas.

Por isso, entender como as volatilidades implicitas das diversas op¢des de dolar negociadas na
BM&F, o objeto de nosso estudo, variam ao longo do tempo e como estas se relacionam ¢
importante para a analise de risco de carteiras de op¢des de ddlar/real bem como para o
aprecamento de derivativos cambiais exdticos ou pouco liquidos.

A proposta de nosso estudo ¢, portanto, verificar se a observacdo da literatura técnica
realizada em diversos mercados também ¢ valida para as opgdes de dolar negociadas na
BM&F: que h4 uma relagdo entre as variagdes das volatilidades implicitas e as variagdes do
valor do ativo objeto.

Para alcangar este objetivo, aplicaremos a analise de componentes principais em nosso estudo.
Com esta metodologia, reduziremos as variaveis aleatérias que representam o processo das
volatilidades implicitas em um nimero menor de variaveis ortogonais, facilitando a analise
dos dados obtidos.

Palavras chave: Engenharia financeira. Superficie de volatilidade implicita. Analise de
componentes principais.

Abstract: Volatility is the only unobserved variable in the standard option pricing formulas
and hence implied volatility is a concept widely adopted by the financial market, meaning the
volatility which would make the formula yield the option’s real market price.

Therefore, understanding how the implied volatility of the options on dollar traded at BM&F,
the subject of our study, vary over time is important for risk analysis over dollar option books
and for pricing of exotic or illiquid derivatives

Our work’s proposal is to verify if the observations made by the technical literature over
several markets could also be applied to the options on dollar traded at BM&F: that there is a
relation between this variation and the variation of the underlying asset price.



In order to fulfill these goals, we will apply principal component analysis in our study. This
methodology will help us analyze the data by reducing the number of variables that represent
the implied volatility process into a few orthogonal variables.

Keywords: Financial engineering. Implied volatility surface. Principal Component Analysis.



1 - Motivacao

Ao calcular-se a volatilidade implicita de todos os contratos de opgdes sobre um mesmo ativo
objeto negociados em um dia, vé-se claramente que ha varios niveis diferentes de volatilidade
implicita, destacando-se principalmente o efeito “smile”, em que op¢des com strike muito
distante do preco do ativo objeto possuem volatilidade implicita maior que as demais
(DUPIRE, 1993; DERMAN; KANI ,1994). Como este efeito ndo ¢ previsto pelo modelo de
Black-Scholes, e seus derivados, conclui-se que hé erros de observacao e falhas no modelo.

Gragas a simplicidade e ampla adogcdo do modelo de Black-Scholes e seus derivados, as
volatilidades implicitas sdo estudadas por permitirem o controle de risco € posicionamento em
carteiras de opgdes bem como aprecar opgdes sem liquidez, sejam vanillas ou exdticas, em
que a volatilidade implicita ¢ a variavel de entrada para os diversos modelos utilizados pelo
mercado. Em carteiras com opgdes, a volatilidade implicita é o segundo fator de risco mais
importante, sendo o primeiro a variagdo no preco do ativo, contra a qual o investidor pode
facilmente se proteger. Como este fator de risco ¢ diferente para cada contrato de opgao
negociado, torna-se importante entender como a volatilidade implicita de cada contrato varia
com o tempo e qual a relagdo entre estas variagdes.

Assim, o estudo da variagdo das volatilidades implicitas no tempo ¢ de grande utilidade
pratica, permitindo controlar o risco e retorno de carteiras de opgdes (sobre o mesmo ativo
objeto) com diversos strikes e maturidades bem como precificar opgdes exoticas ou iliquidas.
Para alcancar este objetivo, uma das ferramentas mais comuns ¢ a superficie de volatilidade,
na qual mostra-se a volatilidade implicita em todos os pontos do espaco {Strike/Preco x
Maturidade} e ndo apenas dos pontos onde hé contratos negociados.

Como ha diversas volatilidades implicitas para cada dia de negécio, estaremos tratando com
uma variavel multidimensional. De modo a facilitar nosso estudo, utilizaremos a analise de
componentes principais. Com esta metodologia aplica-se uma transformagao linear reduzindo
a quantidade das varidveis analisadas em varidveis ortogonais que mantém o maximo de
variancia do processo original.

2 - Revisao Bibliografica e Metodologia

Com o objetivo de entendermos o comportamento da superficie de volatilidade das opgdes de
dolar/real ao longo do tempo, iremos estudar se a variagdo didria da superficie ¢
correlacionada com a variagao do preco do ativo objeto, AS. Esta propriedade ja foi analisada



pela literatura em superficies de volatilidade de outros mercados (DAX, S&P e FTSE) e
pretendemos comparar como seus resultados se refletem para as opgdes de dolar/real.

Skiadopoulos; Hodges e Clewlow (2000), organizaram as variagdes diarias das volatilidades
implicitas das diversas opcdes observadas em um dia em faixas de diferentes maturidades
(tempo para o vencimento). Os autores aplicaram a técnica de andlise de componentes
principais e entdo analisaram a correlagdo da superficie de volatilidade com a variagdo do
preco futuro do ativo, o indice S&P500, concluindo que o nivel de volatilidade implicita
aumenta quando ha queda no valor do ativo objeto.

Cont e Fonseca (2002) se propuseram a analisar a correlacdo entre as variagdes da superficie
de volatilidade e as variagdes no valor do ativo objeto para dois mercados diferentes, o
S&P500 e FTSE1000. Os autores utilizaram o método nado-paramétrico de interpolagdo de
estimador de Kernel, que serd apresentado adiante, para criar a superficie e obter sua
diferenca e sobre esta diferenca aplicaram uma variante do método de andlise de
componentes principais. Sua conclusdo ¢ que hd, para os dois mercados, correlagdo
razoavelmente significativa entre os parametros da decomposi¢do da superficie de
volatilidade e a variagdo do valor ativo objeto.

2.1 - Calculo das Volatilidades Implicitas

Para o calculo das volatilidades implicitas, vamos utilizar uma variagdo do modelo de Black-
Scholes, o modelo de Black (1976) utilizado no mercado para a precificagdo das opcdes de
dolar, que tem premissas semelhantes ao do modelo de Black-Scholes, mas trabalha com o
preco futuro do ativo objeto, evitando assim o problema de definir qual a taxa de juros livre
de risco do dolar. O modelo determina o preco de uma opgao de compra européia que vence

em um tempo 1 (1 =T - t) com a seguinte formula:
C(F,K,1,0,r)=e"[F, -o(d,)-K--¢(d, )] (2.1)

[FJ (GzJ
ln E + 7 T
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Sendo:
C(.) = prego da opgdo de compra
F, = preg¢o futuro do ativo objeto
K = preco de exercicio ou strike
T = data de exercicio da opcao
t = instante de negociagdo
=T — t = maturidade
o = volatilidade do ativo objetivo
r = taxa de juros sem risco



¢(.) = fungdo normal cumulativa padrao.

De acordo com a paridade entre opgdes de compra e venda, o prego de uma opgao de venda ¢
obtida como:

P(F.,K,t,0,r)=¢ " [K-¢(-d,)-Fo(-d,)] 2.2)

A seguir, para obter a volatilidade implicita, aplica-se o método de Newton-Raphson sobre a
funcado f(c) = C(o) - Cops (n0 caso das opgdes de compra).

2.2 - Interpolacao da Superficie de Volatilidade

Uma superficie de volatilidade implicita de opgdes € a representacdo em um dado instante de
tempo, das volatilidades implicitas nos precos das op¢des negociadas no mercado naquele
instante, em fun¢do das varidveis maturidade e moneyness.

Como as opgdes negociadas ndo sdo as mesmas ao longo dos dias € com a passagem de um
dia util e a mudanca do doélar spot, temos observacdes didrias diferentes na superficie de
volatilidade. Por isso, faremos a interpolagdo de uma superficie a cada dia de negécio para
comparar a variacdo das volatilidades implicitas no tempo, o que significa calcular a
volatilidade implicita de op¢des ndo negociadas.

Aplicaremos a metodologia de estimador de Kernel, aplicada por diversos autores (AIT-
SAHALIA; LO, 2000, CONT; FONSECA, 2002, FENGLER; WANG, 2003) para
interpolacdo das volatilidades implicitas observadas em um dia de negdcio. Trata-se de um
método nao paramétrico de interpolagdo que faz uma média ponderada dos pontos observados
em funcdo da distancia nas dimensdes de moneyness e maturidade.

Lt —-m. -7,
2.0." (mi,mri,t)'g(m hm"t j-g{T hm}

& (m, 1) = — n . (2.3)

i m-m,, -1,
~5n, ),

m = coordenada de moneyness (strike / valor do ativo) do ponto a ser interpolado
T = coordenada de maturidade do ponto a ser interpolado
G (m, ’E)= volatilidade implicita estimada pela interpolagdo no tempo t nas

Com:

coordenadas {m,t}
L; = quantidade de op¢des observadas no dia t

o™ (mi,t , Ti,t) = volatilidade implicita da i-ésima op¢do observada no dia t.

m;; = moneyness da i-ésima op¢ao observada no dia t
i = maturidade da i-ésima op¢ao observada no dia t
h, = ajuste de escala da dimensdo moneyness



h, = ajuste de escala da dimensao maturidade
g(.) = fung¢do peso (fungdo Kernel), em nosso caso, utilizamos a fungdo gaussiana:
g(u)=(2m)-0.5exp(-u2/2), como em Cont e Fonseca (2002).

Dado que trabalharemos no dominio discreto, iremos interpolar a volatilidade implicita
apenas para algumas coordenadas de moneyness e maturidades especificas, sobre as quais se
dard a sequéncia do estudo e assim resolvemos o problema das opc¢des negociadas em dias
consecutivos ndo possuirem as mesmas coordenadas de moneyness ¢ maturidade. Teremos,
portanto, um conjunto de coordenadas de moneyness € um conjunto de coordenadas de
maturidade, mas de modo a simplificar a referéncia a estes pontos, iremos alinhar estas
coordenadas em um Unico vetor, Gimp , com M pontos.

2.3 - Metodologia da Analise de Componentes Principais

Considere B uma varidvel aleatoria com dimensdao M de momento centrado zero, ou seja, de
esperanca nula. E possivel decompor B do seguinte modo:

B=Q"”-U (2.4)

A variavel aleatoria U também possui dimensdo M e Q ¢ a matriz de covariancia de B,
quadrada positiva definida, sobre a qual faremos a decomposicdo em autovalores e
autovetores:

Q=L-D-L' (2.5)

A matriz L € composta pelos autovetores de Q ={vj,...vp} € D a matriz diagonal com os
respectivos autovalores = {Aj,...,Am}. Os autovetores vi sdo ortonormais € compde uma base
para o R". Assim, Q e B podem ser representados do seguinte modo:

M M M
Q=z/1i-vi~vi':>B=Zﬂ§/2~vi-Vi'-U=ZZi-Vi (2.6)
i=1 i=1 i=1

Onde z, =A"-v,"U é uma variavel aleatoria, projecdo de B em v;. Algumas propriedades

importantes das varidveis z;: possuem média nula, variancia A; € sua covariancia ¢ nula.

O préximo passo na metodologia ¢ aproximar o processo B por um processoB(N),

representacdo de B em uma base de dimensao reduzida (dimensdo N). Devemos minimizar a
dimensdo N, com a restri¢do de um R-quadrado minimo, dado, de B(N) em relacdo a B. Para

isso, B(N) deve conter os autovetores com maiores autovalores em quantidade suficiente para

garantir este R-quadrado dado.

2.4 - Decomposicao da variacao diaria da superficie



Sobre os valores obtidos com a com a superficie de volatilidade construida ao longo de T
dias, iremos utilizar o método de analise de componentes principais. Num dia t, observamos a
varia¢do da superficie de volatilidade implicita nos M pontos interpolados, dados pelo vetor
coluna AG™ :

t
Ac™ =67 -6 (2.7)
Vamos chamar de Ac™ a variavel aleatoria que representa este processo observado de
variagao da superficie de volatilidade. A partir desta varidvel, criamos outra variavel aleatoria
de dimensdo M e média nula, sobre a qual aplicaremos a metodologia de componentes
principais j& apresentada:

B = Ac™-E(Ac™) 2.8)

Chamaremos de  a matriz de dimensdes M x (T-1), contendo as T-1 realizagdes observadas
da varidvel aleatoria B, M-dimensional. A matriz de covariancia Q ¢ estimada a partir de 3:

Q=cov(B)=p-p/((T-1)-1) (2.9)

Com:
Q = matriz de covariancia de B (varia¢do centrada da superficie de volatilidade)
B =matriz M x (T-1) com as realiza¢des de B

Em seguida, sdo obtidos os autovetores e autovalores de Q ({vi,...vm} € {Ai,...,Am}
respectivamente). As T-1 realizagcdes de z;, projecdo de B em vj, serdo representadas pelas
variaveis {; (zeta), obtidas do seguinte modo:

G=vP (2.10)

Portanto, a variagdo centrada da superficie de volatilidade em um dia t qualquer pode ser
representada como:

B.(N)= 25 (0)-v, (2.11)

Com:
B,(N) = vetor M-dimensional representando a variagio centrada da superficie de
volatilidade implicita
(i(t)= realizacdo da variavel z; no instante t
v; = 1-ésimo autovetor de B

A partir deB(N), representagio N-dimensional da variagio centrada da superficie de

volatilidade implicita, iremos calcular qual a relagdo deste processo com a variagdo do valor
do ativo objeto.



2.5 - Andlise da correlacao entre as variacdes da superficie de
volatilidade e as variacdes do valor do ativo objeto:

Iremos agora estudar se hé correlacdo entre os movimentos da superficie e a variagao do ativo
objeto, o dolar spot.

Dado o espago de probabilidades padrao (Q,F,P), a cada dia t teremos uma realizagdo ® da
variagdo da superficie de volatilidade implicita que, pela metodologia exposta na secao
anterior, ¢ representada pela variavel aleatoria N-dimensional E(N) Também teremos, a cada

dia, uma realizacdo da variagdo do dolar spot, AS.

Para verificar a correlagdo entre as varidveis, também trabalharemos com a variagdo centrada
do dolar spot:

AS, =AS-AS (2.12)
Sendo:

AS = variavel aleatoria da variagdo diaria do dolar spot

AS= esperanc¢a da variagao do dolar spot, estimada pela média das observagoes

Nossa andlise sera a norma da covariancia de AS, com B(N), representagdo da variagdo

(centrada) da superficie segundo a base N-dimensional {vy,...vx}. A formula utilizada é:

Hcov(ﬁ, AS, 1 i [E(z; - AS, )
‘ i=l

= = (2.13)
w/variBiH-quvariASC )H /iﬂ . War ASc)
i=l1
z; = variavel aleatdria obtida pela projecdo de B no vetor v;

Com:
Ai = autovalor referente ao vetor v;,i-ésimo autovetor de Q (Q=cov(B))

Este ¢ um indice que varia de 0 a 1, indicando qual a relacdo linear entre Be AS. e seu
sentido. Se obtivermos um indice proximo a 1, isso significa que as duas variaveis sdo
correlacionadas. Inversamente, caso o indice estiver proximo a 0, podemos concluir que as
varidveis sdo descorrelacionadas.

Os estimadores utilizados sdo:
E(z, - AS, )= AS ¢, /(T-1)-1) (2.14)
var(ASc) = AS? -Asf'/((T -1)-1) (2.15)
Com:

(i = vetor-coluna com as T-1 realiza¢des da variavel z;
ASY = vetor-coluna com as T-1 realizagdes da variavel aleatoria AS,



3 - Dados utilizados e resultados obtidos

Apresentamos agora a aplicagao pratica da teoria descrita anteriormente, sobre o mercado
brasileiro, mas especificamente a BM&F, de opgdes ddlar/real.

3.1 - Dados e Parametros Utilizados

Em nosso estudo, analisamos as op¢des de dolar/real negociadas na BM&F desde o dia
01/fev/2007 até o dia 06/jan/2009, que representam 485 dias de negocios. Em média, para
cada dia, observam-se 23 op¢des negociadas, mas apoOs descartarmos as opcdes cujas
volatilidades implicitas fossem abaixo de zero, com maturidades menores que 5 dias e com
preco abaixo do limite minimo tedrico de uma opgao, ficamos com uma média de 16 opgdes
em cada dia.

Na interpolagdo, utilizamos a funcao peso gaussiana com parametros h, = 0.001 ¢ h, = 20
dias. Estes parametros sdo os que, empiricamente, resultaram em interpolacdes mais
adequadas. As coordenadas onde faremos as interpolagdes cobrem, equidistantemente, as
coordenadas com mais negdcios realizados. Tratam-se de maturidades até 180 dias e
moneyness ao redor de 1. Assim, definimos:

« Coordenadas de Moneyness = {0,84 ; 0,86 ;0,88 ; ...; 1,12 ; 1,14 ; 1,16}, Lm =17

« Coordenadas de Maturidade (dias) = { 15; 45; 75; 105; 145}, Lt =5
gerando um total de 17x5 = 85 pontos de interpolagdao (M=85).

3.2 - Dados Obtidos

Apos o célculo das volatilidades implicitas e de sua interpolacdo, prosseguimos com a andlise
de componentes principais. Utilizando os cinco primeiros autovetores como base para
representar o processo de variacdo da superficie de volatilidade chegamos a um R-quadrado
de 75%. Assim, reduzimos o processo de 85 dimensdes, ou 85 pontos discretos, para apenas 5
(N=5). Estes autovetores representando-os nas suas coordenadas de moneyness e maturidade
sdo apresentados a seguir:
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Os parametros z;, proje¢des de B (variacdo centrada da superficie de volatilidade) nos

autovetores vi, que na metodologia representamos por (i, possuem a seguinte matriz de
covariancia dos parametros z;:

0,0933 -0,0000 -0,0000 0,0000 -0,0000
-0,0000 0,0360 0,0000 -0,0000 0,0000
-0,0000 0,0000 0,0271 -0,0000 -0,0000
0,0000 -0,0000 -0,0000 0,0200 -0,0000
-0,0000 0,0000 -0,0000 -0,0000 0,0172



Conforme esperado de acordo com a metodologia de andlise de componentes principais, 0s
parametros apresentam variancia decrescente e ndo sdo correlacionados.

3.3 - Resultados

Cumprindo com o objetivo de nosso trabalho, estimamos o indice de covariancia normalizado
entre as variacoes da superficie de volatilidade implicita das op¢des de dolar e as variagdes do
valor do dolar spot e obtivemos o valor de 0,3358. Se o indice estivesse proximo a 1, seu
valor maximo, concluiriamos que ha grande correlagao linear entre as variagdes da superficie
de volatilidade e as variagdes do ativo objeto. Um indice préoximo a zero nos levaria a
concluir que as variaveis sao descorrelacionadas. O valor obtido indica que ha uma correlagao
linear ndo muito forte entre as variacdes da superficies de volatilidade de dolar e as variagdes
do ativo objeto (dolar spot).

4 - Conclusao

Observando as opgdes européias de dolar negociadas na BM&F por mais de um ano,
pudemos calcular suas volatilidades implicitas e em seguida montar/interpolar uma superficie
de volatilidade discreta, baseada nas diversas opgdes de dolar/real negociadas, com strikes e
maturidades diferentes.

O processo de variacdo didria dos pontos calculados desta superficie de volatilidade foi
reproduzido via andlise de componentes principais, simplificando sua analise estatistica ao
reduzir a dimensdo do processo em varidveis ortogonais. A partir desta analise, algumas
conclusdes interessantes, ja obtidas em outros estudos, porém em outros mercados, puderam
ser alcancadas.

A decomposicao da variagcdo da volatilidade implicita em 5 autovetores preservando 75% da
variancia original deste processo ¢ um resultado importante de nosso trabalho. A partir dele
conclui-se que, em uma carteira com diversas op¢des cambiais, a volatilidade implicita deve
ser representada por 5 fatores de risco diferentes € ndo por um unico fator.

Como resultado mais importante, ¢ possivel concluir, analisando os resultados obtidos, que no
mercado de opgdes européias de dolar negociadas na BM&F as variagdes diarias de sua
superficie de volatilidade possuem uma fraca correlagdo com as variagdes do dolar spot, o
ativo objeto em questdo. A covariancia normalizada, indice que pode variar de 0 e 1, entre as
componentes que representam a variacao da superficie de volatilidade e a variagdo do valor
do dolar spot foi de 0,34. Assim, podemos concluir que a volatilidade implicita destas opgdes



deve ser tratada como um fator de risco a parte, muito embora suas variagdes estejam
correlacionadas com a variagdo do valor do ativo objeto de modo significativo.

Este resultado estd em linha com a apresentado em outros mercados, como o indice de agdes
S&P500, estudado por Cont; Fonseca (2002) e Skiadopoulos, Hodges, Clewlow (2000) e com
o FTSE1000. Uma comparacdo mais direta dos resultados ndo ¢é possivel, pois as
metodologias para apuragdo desta correlacdo sao diferentes nos 3 trabalhos.
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