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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo apresentar, de forma didética, os
principais conceitos da teoria financeira referente & modelagem do
comportamento da taxa de juros. Através da exposicdo da teoria
generalizada, mostraremos os resultados que propiciardo a derivacdo de
metodologias de precificagdo de derivativos de renda fixa. A partir de
um caso especifico, desenvolveremos um modelo de taxa de juros
amplamente aplicado pelos agentes do mercado financeiro, conhecido
por modelo de Black-Dermane-Toy, e apresentaremos a seguir um
estudo de caso onde serdo redizadas simulagBes préticas para a
precificagdo de opgdes de compra sobre titulos de renda fixa.
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INTRODUCAO

Os derivativos de taxa de juros representam
recentes inovagcbes no mercado financeiro.
Particularmente no Brasl, estes instrumentos
financeiros vém ganhando cada vez maior
importancia para a gestéo eficiente do risco de
flutuacbes de taxa de juros. Modeos de
precificagdo, isto &, para avaliagdo de prego de
derivativos de taxa de juros dependem
fundamentalmente da hipétese sobre o processo
de difusdo que governa o comportamento das
taxas de juros.

Neste trabalho, buscaremos apresentar a
teoria de precificacdo de derivativos de taxa de
juros, abordando o0s aspectos mateméticos e
financeiros necess&rios para uma vaidagdo da
modelagem utilizada. Adicionamente,
mostraremos um exemplo numérico, que constitui
um caso especid do tratamento tedrico
desenvolvido.

Assim, na proxima segdo, estabeleceremos as
definicBes e os conceitos iniciais, explicitando a
nomenclatura a ser utilizada. A  seguir,
construiremos arvores binomiais que permitiréo a
realizacdo da precificacdo de titulos de renda fixa
através da identificagdo das principais relagbes
matematicas. Na se¢do seguinte, baseando-se no
conceito de arbitragem, desenvolveremos as
equagoes obtidas na secdo anterior para obtermos
relagbes de equilibrio de mercado referentes a
precificagdo de titulos que pagam somente juros
na maturidade. Através deste modelo de titulos de
renda fixa do tipo zero coupon, tornar-se-a
imediato o calculo do preco de opcles sobre
titulos de renda fixa Apresentaremos, em uma
secdo posterior, 0 modelo de Black-Derman-Toy,
bastante utilizado para a precificacdo de
derivativos de taxa de juros. Finamente, um
exemplo de aplicacdo do modeo de Black-

Derman-Toy serd mostrado visando demonstrar
sua aplicabilidade na precificagdo de opcles de
taxa de juros.

O Processo dos Estados

Usando uma é&rvore binomial e portanto
realizando a modelagem em tempo discreto para
facilitar o entendimento dos conceitos, vamos
considerar que o comportamento da taxa de juros
sgja dependente da ocorréncia de um determinado
estado da natureza. Ou seja, possivels estados ou
cenérios futuros ocasionar&o um impacto na taxa
dejuros.

Construindo uma é&vore binomial, duas
possibilidades podem ocorrer a partir de um dado
estado inicial: pode haver uma movimentacdo
para o estado “s’ (subida) com probabilidade g;
(> 0), ou paa 0 estado “d’ (descida) com
probabilidade 1 - g (> 0), onde i refere-se a um
tempo de referéncia A partir de um momento,
portanto, podem-se seguir somente dois estados.
A figura a seguir estiliza o processo de
desenvolvimento dos estados e suas respectivas
probabilidades.

No caso apresentado, consideraremos a
sequéncia “sd” diferente de “ds’, ou segja, para
cada estado no tempo t, temos 2 possibilidades de
estado para o tempo t+1, ndo havendo portanto, a
caracteristica de recombinagdo da é&rvores.
Chamando o estado no tempo t de g, temos que
e+, pode ser s ou ed. Teremos entdo 2! possiveis
estados no tempo t, iniciando a partir de t=0.
Observe que o fato de ndo haver recombinacdo
confere a0 modelo um perfil mais genérico e
portanto mais flexivel em termos de
parametrizacdo para adequacdo a realidade do
mercado.



Figura 1 - A Estrutura dos Estados da Natureza
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O Processo de Precificagdo de Titulos

Chamaremos P(t,T;e) o prego de um titulo, no
tempo t, cuja maturidade é T, com g
representando  seu  estado no tempo t.
Convencionaremos também que P(T,T;er) = 1,
paratodo T e er. Ou sgja, a analogia que se pode
fazer € que no vencimento do titulo, seu vaor é
dado pelo vaor de face, definido como sendo
igual al.

Podemos definir os retornos de dois modos, de
acordo com o estado em t+1. Assim, sgas(t,T;&)
o retorno do titulo dado que o estado da natureza
seguinte at € “s’ e d(t,T;&) o retorno quando o
estado seguinte corresponde a“d”. Temos:

. _ P(t+1T;gs)
s(t,T.e) = —P(t,T;q) parat+1£T
equacao (1)
e
dit,Te) = %T:t)d) parat+l £ T

equagso (2)

onde qt,T;&) > d(t,T;e) paat < T - 1
considerando o estado denotado por &.

E fécil verificar que

stt+le) =dtt+le) = =r(te)

1
P(t,t+Le)
equacao (3)

para todo t e &, onde r(t;e) € a taxa spot,
referente a0 rendimento de uma aplicagdo no
titulo entre o intervalo detempo t e t+1.

Podemos escrever 0 processo estocastico que
modela o comportamento da taxa de juros spot r
através de:

rit+1,e.) = s(t+lt+2;es) com probabilidade
a(e)>0

r(t+1;e.;) = d(t+1,t+2;ed) com probabilidade 1 -
a(e)>0

paratodo g et+1 £ T-1.

equagao (4)



como sendo o vaor corrigido de um investimento
em renda fixa dado pelo mercado financeiro para
IS titulos cuja estrutura de taxa de juros spot é
B(t) = B(t-Dr(t-1) = O r(i) modelado através da equacio (4). Ao inserirmos
=0 a varidvel de estado, podemos notar que B(t)
depende do estado anterior, ou sga, devemos
excrevélo como B(te;) para representar

adequadamente seu conceito.

Definiremos agora

comB(0) =1
equaceo (5)

Figura 2 - Arvore Binomial dos Precos de Titulos

EVOLUCAO DA CURVA DE PRECOS
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Inserindo as probabilidades, podemos escrever:

P(t+1,T;e.) = S(t,T;e)P(t,T;a) se e+ = s (com probabilidade g(e) > 0)
P(t+1,T;e.) = d(t,T;e)P(t,T;a) se e+ = aed (com probabilidade 1 - g(e) > 0)

equagso (6)

onde

S(t,T;e) >d(t,T;e) prat<T-1

s(tt+1;e)P(tt+1;e) =
equagdo (7)

Pela figura abaixo, podemos notar que uma vez obtidos os valores referentes a (.,.;.), entéo os demais

d(tt+1;e)P(t,t+1;8) = 1.

valoresde u(.,.), d(.,.) er(.) sdo facilmente cal culados pelas rel agbes expostas na figura 2.




Figura 3 - Processo de Precificagdo de Titulos

DESENVOLVIMENTO DO PROCESSO DE
PRECIFICACAO DE TiTULOS
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Estratégia para a Precificagdo de Titulos

Nesta secéo, vamos avaiar o preco de titulos
de renda fixa, com pagamento de juros apenas na
maturidade, sob a hipétese de auséncia de
possibilidades de arbitragem.

Criaremos uma estratégia de modo que, a
partir do conhecimento da arvore que identifica
0s pregos de um titulo para cada estado da
natureza em todos os periodos, consigamos entdo
determinar qual o prego deste titulo para que ndo
sgja possivel a estruturagdo de uma operacéo de
arbitragem, isto € ganho sem  risco.
Consideraremos que o0 preco obtido desta forma
possa ser definido como preco justo do titulo.

Para um determinado tempo t, temos que
nossa estratégia serd estruturar uma carteira
composta por dois tipos de ativos: uma aplicacdo
no mercado financeiro que rende uma taxa de
juros periodicamente e titulos de renda fixa de
maturidade T. Vamos considerar que ny(t;e) € a
guantidade de dinheiro aplicado no mercado
financeiro e ny(t;e) € a quantidade de titulos de
maturidade T,, dado que estamos no estado e.

Temos estéo que o valor inicial desta carteira
ser&

No(0).1 + m(0)P(0, Ty)
equagso (8)

Para um tempo t intermedi&rio entre [0,T], 0
valor desta carteira € dado por:

no(t;&)B(t;en1) + mu(t;@)P(t, Ty ).
equagdo (9)

A data de liquidaggo serd T* = min(T,,T-1),
onde T é a maturidade de um titulo zero cupom.
Esta relagdo € imediata tendo em vista que ndo
faz sentido avaliarmos titulos ap6s o0 seu
vencimento.

Para que ndo ocorra arbitragem, devemos
garantir que o valor da carteira em cada periodo
intermediario a liquidacdo sgja 0 mesmo, segundo
a composicdo que tinhamos anteriormente e a
nova composicdo que sera formada. Ou sgia,
fixaremos a seguinte relacéo:



n(t-Le)Bte) + mtLea)PtTse) =
no(te)B(tens) + m(t:e)P(t, T e)

ondetl {1,2,...,T*-1}.

equacéo (10)

Chamaremos agora de x(t;e) o preco justo da
carteira, livre de arbitragem, no tempo t. Assim,

X(t;e) = no(t;e)B(t;en1) + m(t;e)P(t,T1e)
ondet < T,, poisparaT, acarteiravale 1.
equacéo (11)

A partir de um ramo final, teremos que ir
retornando para ramos anteriores da &rvore
binomial para encontramos a quantidade
adequada de aplicagbes no mercado financeiro e
titulos de renda fixa para identificarmos a
composicdo da carteira de forma a se evitar
arbitragem e conseqglientemente obtermos os
precos justos do titulo de renda fixa em periodos
anteriores. Este procedimento € redizado

sucessivamente até obtermos o prego no instante
inicial, ou sgja, na origem da &rvore binomial.

Para conseguirmos readlizar a precificagdo do
titulo, devemos ter uma arvore com os pregos P
do titulo de maturidade T nos varios estados e os
vé&rios vaores corrigidos da aplicagdo no
mercado financeiro, dado por B, para cada estado
damesma arvore.

Para calcularmos no(t-1;6.1) e m(t-1;e.),
devemos ter iniciadmente x(t;e.15) e x(t;e.1d), que
s80 dados por:

X(t;€.15) = no(t;&)B(t;e.1) + m(t;e)P(t, T1,6.19)
equacdo (12)

Para ndo haver possibilidade de arbitragem,
para o estado da natureza“s’:

X(t;e.19) = no(t-1;8.1)B(t;8.1) + Nu(t-1;e)P(t, T e
1)
equacdo (13)

E portanto,

X(t;€.18) = no(t-1;6.1)B(t-1e)r(t-1;e.1) + ny(t-1;6.0) P(t-1,T1;8.0)S(t-1,T1;8.1)

equageo (14)

Analogamente, temos para o caso do estado da natureza “d”:

X(t;e.1d) = no(t-1;6.1)B(t-1;80)r(t-1;6.1) + Nu(t-1;8.0)P(t-1,T1;8.0)d(t-1,T1;6.1)

ondet< T;.

Temos que, isolando ny(t-1;e.1) € m(t-1;e.1):

equagso (15)

X(t; et-ld)s(t - :LTl; etl) - X(t; et—ls)d(t - :LTl; etl)

no(t-1;€.1) =

X(t; et-ls) - X(t; €. 1d)

B(t- Le,)r(t- Le,)[s(t- LT;e,)- d(t- 1T;e.,)]

equageo (16)

m(t-1;e.1) =

equageo (17)

P(t- 1Tse )[s(t- LTie,)- d(t- 1T;6.,)

Notemos que esses valores sd0 bem definidos desde que S(t-1,T;;e.1) sgja diferente de d(t-1,T;e.1),
evitando divisdo por zero. Através de manipulagbes mateméticas, podemos reescrever ny(t-1;e.1) da seguinte

maneira



X(t;&.,5) - x(t;e.,d)
P(t,T;;6.,8) - P(t,T;&.,d)

m(t-1,e.1) =
equacdo (18)

Temos entdo outro método de determinar a
composicdo da carteira. Dados os valores sem
arbitragem e os valores obtidos pela construcdo

da arvore, podemos determinar my(t-1;e.1), € para
determinamos ny(t-1;e.1), podemos a partir de

X(t;&) = no(t-1;e.1)B(t;en1) + Nu(t-1L;e.0)P(t, T1;8)

definir

No(t-1;€.1) =

Precificacdo de Opcgoes de Compra de Titulos

equacéo (19)
X(t;e)- n(t-Le )Pt T;e)
B(t;e.,)
equacéo (20)
C(t;e)- -1e )P(L,T;
Ly = S8)- M- Le )Pt Te)

de Zero Cupom

Segja uma opgdo de compra ou call de titulo de
zero cupom, sendo T* 0 seu vencimento de modo
que 0 £ T* £ T e seu prego de exercicio sga K.
Definiremos o valor desta call, através do
conceito de arbitragem, como sendo C(t;e). Ou
sgja, no vencimento o valor dacall serdde:

C(T*;er:) = max(P(T*,T;er-) - K, 0)
equacdo (21)

De modo semehante, podemos utilizar a
mesma estratégia usada anteriormente  onde
compomos uma carteira de aplicagbes no
mercado financeiro e em titulos de renda fixa,
para a estruturagdo de uma carteira contendo
também opcdes de compra sobre titulos de renda
fixacom maturidade T.

As eguagbes de cada estado, para a
composi¢cdo da carteira seréo:

C(t;&..5) - C(t;&.,d)
P(t’T;et—lS)_ P(t’T;et—ld)
onde m(t-1;e.;) representa a quantidade de
opcoes de compra

m(t-1;e.1) =

equagso (22)

B(t;e.,)
onde ny(t-1;e.1) representa o volume de recursos
aplicados no mercado financeiro.

equagso (23)

Novamente, portanto, como feito no caso de
avaliacdo de titulos de renda fixa, para precificar
a opcao de compra devemos obter seus possiveis
valores no vencimento e trazer a vaor presente
segundo as taxas de juros vigentes em cada
tempo e considerando uma probabilidade g e 1-q
para um estado de “subida’ e de “descida”’

respectivamente.

Modelo de Black-Der man-Toy

O moddo de Black-Derman-Toy é um dos
modelos de taxa de juros mais utilizados para
precificar titulos de renda fixa e opgoes de taxa
de juros. Baseado no principio de arbitragem, o
modelo permite a adequacdo das arvores
binomiais aos parémetros observados no
mercado, sendo um caso particular do modelo
discutido na Secéo 3.

A principal caracteristicado modelo de Black-
Derman-Toy € a suposi¢ao de log-normalidade da
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taxa de juros de curto prazo em todos os
instantes. Esta caracteristica implica numa
dificuldade na determinagdo de uma solucdo
fechada para o problema de precificacdo,
acarretando a necessidade de desenvolvimento de
uma &vore binomia recombinante para
implementacdo do modelo. Por recombinante,
gueremos dizer que um estado “sd” equivae a
“ds’. Ou, generalizando, os nos das arvores que

correspondem a quantias iguais de subidas ou
descidas, tém 0 mesmo valor, 0 que nos conduz a
arvores binomiais tradicionais, semelhantes as
arvores utilizadas para precificagdo de opgdes
sobre agBes, como é o0 caso do modelo de Cox-
Ross-Rubinstein.

A figura abaixo, mostra a configuragdo da
arvore congtruida segundo 0 modelo de Black-
Derman-Toy.

Figura4 - O Modelo de Black-Derman-Toy

MODELO DE BLACK-DERMAN-TOY

Mais especificamente, no modelo de Black-
Derman-Toy, a volatilidade da taxa de juros varia
com o tempo e a propria taxa de juros, descreve
um processo de difuso discreto, que é andogo

e N s (t)/ it

din(r) = e(t)
€

onde r corresponde a taxa de juros de curto prazo
s éavolatilidade dataxa de juros

a0 seguinte processo desenvolvido no tempo
continuo:

In()gdt + s(t) dz
u

equageo (24)

dz € um componente que expressa um caréter aleatdrio que segue um movimento browniano ou

processo de Wiener padréo

8



N s () /1t

910+ 50

In(r) éumamedida de reverso a média ou gravidade

equacdo (25)

De acordo com a suposicdo de que a taxa de juros tem distribuico log-normal, entéo, temos que a

volatilidade da taxa de juros € dada por:

- 1&
S_anrd

Adiciondmente, se consderarmos uma
avaliagdo segundo a estrutura tedrica de
neutralidade ao risco, podemos supor g = 1-q =
0,5. Esta estrutura estabel ece que todos os ativos
possuem um mesmo retorno esperado e portanto
inexiste a relevancia da percepcdo do nivel de
risco assumido. O conceito de neutralidade ao
risco envolve a mudanca do espaco de
probabilidade no qua o titulo é avdiado
implicando na probabilidade de ocorréncia de
cada possivel estado subseguente, num modelo
binomial, poder ser definido em 50%.

A seguir, vamos apresentar um exemplo, onde
aplicaremos os conceitos tedricos desenvolvidos
nas secOes anteriores para estabel ecermos o preco
de uma opcdo de compra sobre taxa de juros

5
2
equagao (26)

atilizando 0 modelo especifico de Black-Derman-
Toy.

Estudo de Caso

Vamos, através da aplicacdo do modelo de
Black-Derman-Toy e seguindo o procedimento
descrito na seg@o 5, apresentar um exemplo de
precificacBo de uma opg¢do de compra de um
titulo de renda fixa. Vamos supor, que 0s prazos
s80 mensais e que os dados de taxa de juros spot
e voldilidade sgam obtidos através da
observagdo de ativos negociados no mercado.
Temos, entéo a seguinte tabela

Tabela l - Valoresde Mercado Referentes a Taxa de Juros
de Curto Prazo

Vencimento | Taxadejuros| Volatilidade | Valor de Face Preco
1 2,35% 2,15% 100.000,00 97.703,96
2 2,43% 2,03% 100.000,00 95.311,58
3 2,57% 1,98% 100.000,00 92.669,95
4 2,68% 1,90% 100.000,00 89.961,47
5 2,71% 1,89% 100.000,00 87.485,56

O derivativo a ser precificado sera uma opgao
de compra européia de um titulo de renda fixa.
Este titulo tem valor de face equivaente a R$
100.000,00 e maturidade em 4 meses. A opgéo de
compra tem preco de exercicio R$ 97.200, e
maturidade em 3 meses. Assim, este derivativo
confere ao seu titular o direito de comprar, daqui
a 3 meses, por R$ 97.200,00 um titulo de renda
fixa que vence no quarto més. Caso o valor do

titulo, de acordo com a taxa de juros vigente ao
fina de 3 meses, estiver vaendo mais de R$
97.200,00, o titular da opgéo tem incentivos para
exercer seu direito. Caso contrério, ndo ha
racionalidade no exercicio do direito e portanto, a
opcao perde seu valor.



Seguindo as equacdes (24) e (26), sabemos as
relacOes entre taxa de juros e volatilidade. Assm,
a composicdo da carteira livre de risco €
dependente das taxas de juros r a serem
verificadas em cada periodo. Estas taxas, porém,
tém de ser compativeis com os niveis de taxas de
juros spot e suas respectivas volatilidades
observadas no mercado dadas na Tabela 1.

Assim, para ndo existirem oportunidades de
arbitragem, segundo o modelo de Black-Derman-
Toy, aplicando as equagbes (18) e (20) e
considerando os dados de mercado, obtemos as
seguintes &rvores binomiais referentes as taxas de
juros a serem verificadas em cada periodo, devido
a ocorréncia de cada estado da natureza e aos
precos do titulo de rendafixa.

Figura 5 - Resultados do Modelo Black-Derman-Toy para
Taxa de Juros e Preco do Titulo de Renda Fixa

ARVORESBINOMIAIS SEGUNDO
O MODELO DE BLACK-DERMAN-TOY
ARVORE DA TAXA DE JUROS
Fess 3,33%
Fes 2,96%
re 2,56% I o 3,06%
ro 2,35% Feg 2,85%
ra 2,46% I sad 2,81%
I'qq 2,74%
I'ddd 2,59%
ARVORE DO PRECO DO TiTULO DE RENDA FIXA Pssss 100.000,00
Psss  96.780,51 50%
Pss 94.118,44 50% Psssd  100.000,00
Ps 9193312 50% Pssd  97.032,04 50%
P, 90.023,19 50% Psd  94.456,68 50% Pssdd  100.000,00
Pd 92.344,36 50% Psdd  97.264,48 50%
50% 94.773,79 50% Psddd 100.000,00
50% Pdddd  97.479,19 50%
50% Pdddd 100.000,00
50%

Sabendo que no vencimento da opgéo, a opcao
SO teria valor se 0 prego do titulo de renda fixa
for maior do que o preco de exercicio
estabelecido pela opgao, entdo, para cada ramo
da &vore binomia ao final de 3 meses, 0 preco

da opcdo pode ser calculada através da equagdo
(21), de acordo com cada possivel estado da
natureza er~. A figura a seguir, apresenta 0s
resultados dos passos para precificar a opgéo,
obtendo-se o valor de R$ 42,96.
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Figura 6 - Resultados do Modelo de Black-Derman-Toy para
Prémio da Opcao de Compra

PRECIFICACAO DE OPCOESDE TAXA DE JUROS

RESULTADO NO VENCIMENTO T
C; =Max [P+-K;0] = Max[Pssss- K; 0]

Prego de exercicio: R$ 97.200

ARVORE DO PRECO DA OPCAO DE COMPRA

Csss 0

Css 0 50%

Cs  1,84194E-09 50% Csxd 0

Co 4295937392 50% Csd  0,0003402 50%
Cd  85,91874783 50% Csdd 64,482894

50% Cdd 171,83716 50%

50% Cddd 279,19142

50%

RESULTADOEM t<T
Prego na opcéo de compra C, = R$ 42,96
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